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ΘΕΜΑ  Β  

B.1   

   2
2 z z z i 4 2i 0 1     

 

 Έ z i, , , ό 1 ά :                
  

     

   

2
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
1

2

2 2 i 4 2 i 0 2 2 4 2 i 2 i 0

2 2 2 1 i 0

2 0 1 2 0

1 0 1

z 1 i1 1 11

z 1 i1 1 11

                    

        

                
          

                                           
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B.2  

 
   

3939 239
1

2

39 39 39 4 9 3
39 3

2 2

1 iz 1 i
w 3 3 3

z 1 i 1 i 1 i

1 1 2i 2i
3 3 3 i 3 i 3i

21 i

  

                        

                   
   

  

 

B.3   

α’ τρόπος 

   
1 2u v 4z z i

u 3i 4 1 i 1 i i

u 3i 4 4i 1 i

    

      

     i

2 2

u 3i 3 4i

u 3i 3 4

u 3i 5



   

   

 

 

 Άρα ο γεωμετρικός τόπος των  M u  στο μιγαδικό επίπεδο είναι κύκλος με κέντρο  

 K 0,3  και ακτίνα R 5   

 22 2C : x y 3 5   
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B.3  
Β’ τρόπος 

    Έ u x yi, x, y ό u M x, y ό ί , ό                         

1 2u w 4z z i ί :        

                               

       
 

 
 

22 2 2

22 2

x yi 3i 4 1 i 1 i i

x y 3 i 3 4i

x y 3 3 4

x y 3 5

        

    

    

  

 

 ί K 0,3 R 5               ί  ύ   έ    ί  .  
 

ΘΕΜΑ  Γ  

Γ.1   
 Η f είναι παραγωγίσιμη στο   άρα και συνεχής ως πολυωνυμική με: 

 

      
           
       
     
     

2

2

2

f x x 3 x 1

f x 2 x 3 x 3 x 1 x 3 x 1

f x 2 x 3 x 1 x 3

f x x 3 2x 2 x 3

f x x 3 3x 5

    

            

       

      

    

 

       5
f x 0 x 3 3x 5 0 x , 3,

3
                
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   

 

5
A ύ f x 0 , 3,

3

5
f ί ί ύ , 3,

3

       
 

              

    

          

  5 5
A ύ f x 0 ,3 f ί ί ί ,3

3 3
                   

            

 

Γ .2   

 
 

  
        

    

η

f

0 0

0 0 0

2
ε η 0 0 0 0 0

2
0 0 0

η :   y 4x 3  με  λ 4

Έστω ότι η ζητούμενη εφαπτομένη ε  εφάπτεται στην C  στο σημείο

Α x , f x  και έχει εξίσωση:

:   y f x f x x x    1

/ /η λ λ f x 4 x 3 3x 5 4 3x 14x 15 4 0

3x 14x 11 0 x 1   ή 

  

   

              

    

     
  

            
 

0

2

11
   x  απορρίπτεται

3

f 1 1 3 1 1 0

Οπότε το σημείο επαφής είναι το Α 1, f 1  και η εξίσωση της ζητούμενης

εφαπτομένης είναι:  1 :   y f 1 f 1 x 1 :   y 4 x 1

:   y 4x 4

 

   

         

  

 

 

 

 

 

 

 

x   

 f x  + - + 

 f x     

5

3
 3 
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Γ .3   

 
    
   
  

 

    
  

   

2

2 2

2

22

2 2

2

2

g(x) x 1 f (x),  x

g(x) x 1 x 3 x 1

g(x) x 1 x 3

g(x) x 1 x 3

g(x) x 4x 3

H g είναι παραγωγίσιμη στο  ως πολυωνυμική, με:

g x 2 x 4x 3 x 4x 3

         =2 x 4x 3 2x 4

         4 x 4x 3 x 2

         4

  

    

   

     

   



     

  

   

    x 1 x 3 x 2  

  

 

 

 

 

Αφού: 

 
   
    1

g 1 0

g x 0 στο ,1
 g παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x 1

g x 0 στο 1, 2

g : ή

  
       
  

 

 

 

 

x   

x 1  - + + + 

x 3  - - - + 

x 2  - - + + 

 g x  - + - + 

 g x      

1 2 3 

 f 1  

Τ.Ε. 

 f 2  

Τ.Μ. 

 f 3  

Τ.Ε. 
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 
   
    2

g 2 0

g x 0 στο 1, 2
 g παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο x 2

g x 0 στο 2,3

g : ή

  
      
  

 

 
   
    3

g 3 0

g x 0 στο 2,3
 g παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x 3

g x 0 στο 3,

g : ή

  
       
  

 

 

ΘΕΜΑ  Δ  

Δ .1   

 

 
       

 

 

 

2

h

x x

2

2

2

x

αx x 2
h x ,  x 1,  α

x 1
Αφού η ε :  y x 2  είναι πλάγια ασύμπτωτη της C  στο + , θα ισχύει:

h x
lim 1  1    και   lim h x x 2  2

x
για  x β, :

αx x 2
h x αx x 2x 1        

x x x x
h x

       lim
x

 



 
   


  

     

  

 
  




 
 

 

   

 

2 2

2 2x x

2 2 2

2 α 1

x x

αx x 2 αx
lim lim α

x x x

       1 α 1

για  x β, :

αx x 2 αx x 2 x x
        h x x x

x 1 x 1

α 1 x 2x 2 2x 2
                      =

x 1 x 1
       οπότε:

2x 2
       lim h x x lim l

x 1

 



 

 
 


 

  

     
   

 
    


 

 
      x

2x
im 2  άρα α 1

x


  
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Δ .2   

 
2x x 2

1: h x
x 1

 
   


    

α) 

       2

x x

2 2

x x

x x 2 x 2 x 1
lim h x x 2 lim

x 1

x x 2 x x 2 4
lim lim 0

x 1 x 1

 

 

     
          

              

 

  hΆ ί ά ύ C                    -
 

 

β) 

   

   

 

2
2

2

x 1 x 1

2

x 1

x 1

x x 2 1
h x x x 2

x 1 x 1
1

lim h x lim x x 2 , ό :
x 1

lim x x 2 1 1 2 4 0

1
lim

x 1

  





 
    

 
          

       

     

 

 

 
x 1 x 1

f

Ομοίως:

1
lim h x ,  ό :  lim

x 1

άρα η ευθεία x= 1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C  και αριστερά 

και δεξιά του 1.

  

        



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Δ .3   

   

       

         
 

      
 

       
     

4

4
*

4242

42

4

x 3
h x 0

x

x 3
Έστω  g x h x ,   με  x 1

x

x x x 2 x 1 x 3x 3x x 2
g x

x 1 x x x 1

Έστω  τ x x x x 2 x 1 x 3  η οποία ορίζεται κ  ́είναι συνεχής,

ως πολυωνυμική, στο 1,0

τ 1 1 1 2 1 1 1 3 4 0

τ 0 0 0 0 2 0 1


 


    

     
  

 

     



            

      
   

 
   

   
     

4
0 3 81 0

δηλαδή  τ 1 τ 0 0

Άρα από θ.Bolzano για την τ στο 1,0 ,  άρα υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα

στο 1,0   τέτοιο ώστε τ ρ 0

τ x
Αφού  g x   το ρ είναι ρίζα της  g x 0  στο 1,0

x x 1

  

 



 

  
  


